Leitura Complementar:
Paradoxos, Probabilidades e Lei dos Grandes Numeros

Jacques Bernoulli

Ao longo da historia da matematica existem diversos casos famosos, envolvendo
grandes matematicos, e que sado considerados verdadeiros paradoxos, ja que as
respostas encontradas para alguns problemas nao eram compativeis com o que se
esperava ou com 0 que a experiéncia pratica indicava que iria ocorrer.

Vamos aqui relatar alguns desses casos interessantes e que normalmente estdo
relacionados a lei dos grandes numeros.

Mas, antes disso, vejamos o que os dicionarios tém a dizer sobre “Paradoxos”:

Opinido contraria a opiniao comum ou ao Senso comum;
Contradi¢ao ou contra-senso, pelo menos aparente;
Coisa que parece estar certa, mas gera um absurdo;
Coisa incrivel;

Discordancia, discrepancia, desarmonia.

Se um calculo envolvendo probabilidades esta correto, o que ocorre € que, se
repetirmos a experiéncia um grande nimero de vezes, o resultado obtido pela
pratica tende a se aproximar do resultado obtido teoricamente. E o que
denominamos lei dos grandes numeros, que foi enunciada pelo grande mateméatico
Jacques Bernoulli (1645-1705).

Vejamos dois exemplos disso:

1) Se lancarmos um dado equilibrado cubico, com as faces numeradas de 1 a 6,
a probabilidade de obtermos no sorteio o numero 2 é 1/6 ou 0,16666 ... (e
isso vocé deve bem saber o porqué). Vejamos o que ocorre se simularmos
num computador esse sorteio, aumentando sempre o numero de sorteios
feitos.

n2 de langcamentos face 2 proporcao

100 23 0,23
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1000 171 0,171

10 000 1688 0,1688

50 000 8266 0,16532

Veja que quanto maior o ndmero de langamentos do dado, mais o resultado
experimental se aproxima da probabilidade esperada (que calculamos
anteriormente).

Mas o que acontece quando o resultado da experiéncia, mesmo aumentando muito
0 numero de ocorréncias? Nesses casos, podemos afirmar que algum erro tedrico
deve ter sido cometido no calculo da probabilidade de ocorréncia do evento. Foi o
gue aconteceu no caso que vamos relatar a seguir onde, normalmente, matematicos
famosos acabavam envolvidos através de consultas que eram feitas pelas pessoas
gue nao entendiam alguma discrepancia entre o resultado préatico e o teérico — eram
os paradoxos. O caso em questao teve o envolvimento de Galileu Galilei.

Paradoxo 1: O Jogo dos trés dados e a consulta a Galileu Galilei.

Jogadores e apostadores compulsivos tém habito de apostar em tudo e de fazer
apostas mais diversas, envolvendo cartas, dados, roletas, etc. No século XVII, por
volta de 1620, Galileu Galilei, famoso matematico e astrénomo italiano escreveu
“Consideracgdes sobre o jogo dos dados” que narrava uma consulta que |he foi feita
por alguns apostadores, que consideravam que existia um paradoxo num jogo que
faziam com o lancamento de trés dados. Os jogadores achavam que no lancamento
de trés dados equilibrados, do tipo cubico, com faces numeradas de 1 a 6, obter
soma 9 ou 10 deveria ocorrer com a mesma freqiéncia, jA que, segundo eles,
existiam 6 op¢des para que a soma resultasse no valor nove e as mesmas 6 opgoes
para o valor 10. Veja na tabela a seguir essas maneiras.

9 pontos | 10 pontos
126 136
135 145
14 4 226
225 235
2 34 244
333 334

Mas o paradoxo surgia quando iam para a pratica, na hora do jogo verificavam que a
soma 10 ocorria mais vezes do que a soma 9, mesmo que 0 jogo se repetisse
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muitas vezes ou muitos dias seguidos. Nao entendiam o que estava ocorrendo e
fizeram a consulta ao renomado Galileu.

Para esse caso, fizemos também uma simulacdo por computador e obtivemos os
seguintes resultados.

n? langamentos Soma 9 Soma 10
100 12 11
1000 137 124
10 000 1183 1260
20 000 2287 2493

Verifiqgue que, com 20 000 langamentos, a ocorréncia da soma igual a 10 é maior do
que a soma 9, o que nao confirma o esperado pelos jogadores da época. Mas onde
sera que eles estavam errando? Qual a resposta de Galileu?

Galileu respondeu que esses resultados esperados ndo eram igualmente provaveis,
por exemplo o resultado 9, obtido a partir da combinagdo 3 3 3 (irés nos trés
dados) sé tem uma possibilidade de ocorréncia, enquanto que o resultado 10, obtido
pela combinagdo 2 3 5, pode ser obtido de 6 modos distintos (2 3 5,
2 5 3,3 2 53 5 2,5 2 3,5 3 2).Galileu calculou que o
resultado da soma igual a 10 podia ser obtido de 27 modos distintos e o da soma 9
s6 podia ser obtido de 25 maneiras distintas. Veja na tabela a seguir essas
possibilidades:

9 pontos |Possibilidades| 10 pontos | Possibilidades
126 6 136 6
135 6 145 6
144 3 226 3
225 3 235 6
234 6 2 44 3
333 1 334 3
total 25 total 27

Logo, conforme ja comentamos antes, nesse caso 0 que havia era um erro de
célculo dos apostadores e a Lei dos Grandes Numeros de Bernoulli ndo poderia
mesmo gerar, através da experiéncia, o resultado esperado por eles.
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