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Introducao

O niimero decimal 0,999..., que também pode ser representado por 0,(9), 0,9 ou 0,§, ¢ uma outra
representacdo do ndmero real 1. Em outros termos, podemos dizer que os simbolos 0,999... e 1
representam a mesma idéia, mesmo que isso ainda possa assustar as pessoas. Essa igualdade foi
aceita com o passar do tempo, ensinada por professores e livros didéticos, existindo diversas provas
formais ou intuitivas que comprovam essa igualdade.

E claro que tal igualdade tem gerado sustos, rejeicdes e, mesmo pessoas com boa base matematica
colocam dividas com relacdo a essa igualdade.

Esse nosso texto, que ndo pretende esgotar o assunto, vem trazer algumas informacdes, provas e
andlises sobre o tema, procurando argumentar de forma légica e objetiva sobre essa temdtica
importante na formacgao de professores e nas aulas da Escola Bésica. Trata-se de tema inserido no
estudo dos nimeros racionais e, consequentemente, dos nimeros reais.

0,999... € um numero escrito no sistema numeral decimal, e ha algumas provas que 0,999... = 1.
Meétodos algébricos, aritméticos e de andlise matemdtica sdo usados nessas demonstracoes.

Diversos conceitos importantes da matemética escolar podem ser envolvidos nessa discussdo em
sala de aula, como: progressdes geométricas, limites, nimeros racionais, etc.

Demonstracao formal

1/9=0,111...2/9=0,222...3/9=0,333...4/9=0,444...5/ 9 = 0,555... 6 / 9 = 0,666... 7/ 9 =
0,777...8/9=0,888...9 /9 = 0,999..., logo...

Seja ¢ um ndmero real qualquer e consideremos a soma:
LI
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que representa a soma dos termos de uma progressao geométrica. Multiplicando a soma pelo
nimero g obtemos:

2 3 4 1
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assim, acrescentando 1 unidade a ambos os termos dessa igualdade, temos:

14¢Sa=14+q+0+q +a" + -+ +¢" =S+
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Logo, 1 +@Sn =8+ ¢

Ou, rearrumando os termos da igualdade, teremos:
qSn —Sn=gq""" -1

Se g € distinto de um, entdo
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Usaremos essa férmula para algumas das provas que iremos colocar.

Definicao de 0,999...

Podemos escrever

0,999 -=0,9+0,09+ 0,009 + - - -

Verificamos tratar-se de uma progressao ou série geométrica (de primeiro término a = 0,9 e razdo g
=1/10):

0,999... = lim 3 o0 =15 lim > =

Limite da série

Aplicando a soma da PG, que demonstramos anteriormente, teremos:
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Ao tomar o limite, temos
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Assim, finalmente,



0,999--:13 lim " — = . =1
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como se queira demonstrar.

Argumentos nao-formais

Apresentaremos a seguir alguns argumentos nao formais mas que podem ser usados em classes do
Ensino Fundamental.

Multiplicacao de 1/3 0333... =%

e Dizemos que 1/3 =0,333... 3x0333... =3x'4
e Multiplicamos por 3 ambos os membros: 3 x (1/3) =3 x

0,333..., que deveria dar 0,999...
e Vemos que 0,999... deve ser 1, pois, que (1/3) x3=1. 0.999... =1

Com x = 0,999...

e Suponhamos que x = 0,999... [1]

e Multiplicamos por 10 os dois nimeros: 10x =9,999... [2]

e Subtraindo membro a membro dessas igualdades ([2] — [1]), teremos: 10 x - x =9,999... -
0,999...

e Obtemos que 9x =9, € dito, x = 1, como queriamos demonstrar.

Com formula matematica

e Se x é um ndmero inteiro entre 0 e 9, podemos considerar a seguinte férmula

T
Drxrx... = —
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e Tomamos o valor numérico de "x" como "9"
e Chegamos a conclusdo de que:

9
0.999...—§

Transformando num produto.

1
=9/9
=9x1/9
=9x0,111...
=0,999...



Soma de fracoes

Se 1/11 = 0,090909... e 10/11 = 0,909090...
entao

1/11 + 10/11 = 0,999999...

Mas

/11 +10/11 =11/11 =1

Prova

Consideremos a progressao geométrica de termo inicial 0,9 e razdo 0,1. Assim, temos:

a) = 0,9
a, =0,09
az = 0,009

Portanto, imaginamos (corretamente) que 0,999... (com reticéncias) seja igual a soma infinita desta
progressdo geométrica. Assim, temos:

ay 0,9 0,9

0,999 = === 7071~ 0.9
ou seja:
0,999... =1

H4 outras provas mais sofisticadas que fazem uso de limites, séries infinitas, encaixe de intervalos,
cortes de Dedekind ou sucessdes de Cauchy; todas chegam a mesma conclusao. O mesmo vale para
qualquer dizima periddica cujo periodo seja 9. Ou seja, 2,2999... € igual a 2,3; 5,677999... € igual a
5,678; e assim por diante.

Conceitos equivocados
O nimero 0,999... tende a 1

Um conceito equivocado é o de que 0,9999... pode ndo ser exatamente um, mas como estd
muitissimo perto, esse nimero tenderia a um. Sempre existiria uma pequena fracdo que seja da
unidade, independente de quantos termos tomarmos para que seja exatamente 1. Um ndmero, no
entanto, nao pode tender a outro, este conceito ndo existe nos reais.

Para mais informacdes sobre o assunto, recomento a leitura do artigo, das professoras Lucia Villela
e Estela Kaufman, disponivel em http://www.sbemrj.com.br/spemrj6/artigos/b4.pdf.

Fonte: http://pt.wikipedia.org/



