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1 TRANSFORMACOES GEOMETRICAS ISOMETRICAS

Podemos definir uma transformacéo geométrica em um plano como uma correspondéncia um a um
entre pontos do plano. Assim, por meio de uma transformacdo, os pontos de uma figura tém
correspondentes nos pontos de outra figura que € a sua imagem pela transformacéo.

As transformacdes que ndo alteram as distancias entre 0os pontos relacionam figuras congruentes,
e sdo ditas transformacdes isométricas . Como essas transformacdes ndo distorcem imagens,

sdo também designadas como movimentos rigidos no plano. As transformacdes isométricas de
um plano séo translagéo , reflexdo e rotacdo , assim como todas as combinagdes entre elas.

TRANSLACAO

Translacao € a transformacao em que todos os pontos de uma figura se
deslocam numa mesma direcdo, sentido e de uma mesma distancia

REFLEXAO EM RELACAO A UMA RETA (EIXO)

Reflexdo em relacdo a reta r, denominada de eixo de simetria, € a
transformacédo que a cada ponto P associa 0 seu simétrico P’ em relacdo a
= retar.

ROTACAO

f Rotacédo é o giro da figura em torno de algum ponto e de um determinado
. angulo.
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O entendimento das propriedades dessas transformacfes geométricas pode ser muito importante

como auxilio ao estudo das fun¢des matematicas, notadamente na sua representacdo através de
gréficos cartesianos.
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Interessante ainda observar que as transformacdes isométricas influenciaram também diversos
artistas plasticos, arquitetos, decoradores, etc. O maior e mais importante exemplo que temos
dessas aplicacdes artisticas é o holandés M. C. Escher (1898-1972), que através da combinacao
de simetrias, reflexfes e rotacdes, além do uso de perspectivas, usou conhecimento mateméatico




em sua arte conseguindo assim maravilhar a as pessoas através das ilusées que criava num
mundo maravilhoso de formas. Abaixo um exemplo de obra desse importante artista plastico.
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Fonte: http://www.mcescher.com/

2 AS TRANSFORMACOES ISOMETRICAS E OS GRAFICOS DAS F UNCOES

Na matematica, o uso dessas transformacgdes no plano pode ser instrumento valioso como auxilio
para a constru¢do dos gréficos das fun¢des. Conhecendo um conjunto de gréficos fundamentais
(que denominaremos de “gréficos béasicos”) e aplicando algum conhecimento sobre esses
movimentos rigidos do plano, poderemos obter diversos outros graficos decorrentes desses
fundamentais.

2.1 Reflexao vertical — eixo das ordenadas como eix 0 de simetria.

Ocorre quando na equacdo que define uma funcdo, substituimos x por —x, ou seja, existe uma
reflexdo vertical entre os gréficos de f(x) e f(-x). Note que apenas a variavel independente foi
multiplicada por -1.

(-x) -1 f(x)
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2.2 Reflexdo horizontal — eixo das abscissas como e  ixo de simetria.

Isto ocorre quando multiplicamos toda a equacéo que define uma fungcao por -1, ou seja, existe
uma reflex&o horizontal entre os graficos de f(x) e —f(x).
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2.3 Dupla reflexdo ou simetria em relacdo ao ponto  de origem

Esse caso ocorrer4 quando tanto a variavel independente (x),quanto a fungéo f(x) tiverem seus
valores multiplicados por — 1, ou seja, existira simetria em relacdo a origem entre os gréficos de f(x)

e — f(-x).

f(x)
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2.4 Translac&o Horizontal

Este tipo de transformagéo ocorrera quando na funcédo original houver uma substituicao da variavel
x por x = k. Considerando k um numero real positivo, a fungéo sofrerd um deslocamento horizontal
de k unidades, mantendo o seu aspecto gréfico. Se a substituicdo for por x — a, a translacédo sera
para a direita no sentido do eixo horizontal. Se a substituicdo for por x + a, a translacdo sera para a
esquerda no sentido do eixo horizontal.

2.5 Translacéo Vertical

Este tipo de transformacao ocorrerd quando substituirmos a funcéo f(x) por f(x) £ k. Considerando
que k seja um numero real positivo, teremos uma translacéo vertical “para cima” no sentido do eixo
das ordenadas no caso de f(x) + k e a translacdo ocorrera “para baixo” nos casos de f(x) — k.




E claro que existem muitas outras transformacdes qu e nos permitem a obtencéo de gréficos
de fungbes, a partir de outros gréaficos considerado s basicos. No presente estudo focaremos
apenas esses cinco casos, relacionados a transforma  ¢0es isométricas.

Vamos apresentar agora um conjunto de graficos, que consideramos basicos ou fundamentais, a
partir dos quais e aplicando as transformacdes isométricas, poderemaos construir outros gréficos de
funcdes decorrentes destes. Nosso estudo ndo tem como objetivo um estudo completo de todas as
propriedades das fun¢des, como: dominio, imagem, pontos extremos locais, pontos de inflexao,
crescimento, estudo dos sinais, limites, continuidade, etc. Mas é claro que o conhecimento dos
gréaficos é de importancia fundamental para o estudo de todas essas propriedades.

3 Graficos Basicos
3.1 Funcao linear: f(x) = ax

Crescente (a > 0) Decrescente (a < 0)
Ex. f(x) = 2x Ex. f(x) = 2x

3.2 Funcéo Afim: f(x) =ab +b
Ex. f(x)=2x + 1 Ex. f(X) = —2x + 2
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Observe que, na passagem da funcéo linear para a funcédo afim o que ocorreu foi exatamente a
translacéo vertical estudada anteriormente. No primeiro exemplo, da fungéo f(x) = 2x para a fungéo
f(x) = 2x + 1, ocorreu uma translacao vertical “para cima” de uma unidade e no segundo exemplo,
da funcao f(x) = -2x para a funcéo f(x) = -2x + 2, ocorreu também uma translacdo vertical “para
cima” de duas unidades.

3.3 Funcéo Poténcia: f(x) = x " (n é natural positivo, maior que 1)

Com expoente impar Com expoente par
Ex. f(x) = x° Ex. f(x) = x*

Experimente construir outros gréaficos, variando os expoentes. No primeiro caso, fazendo x°, x’,
etc e no segundo, fazendo x%, x°, etc. O que estamos querendo ressaltar é o aspecto grafico
das func¢des que consideramos fundamentais, as variagdes de um caso para 0 outro serdo
sentidas com curvas “mais fechadas” ou “mais abertas” mas que mantém graficos semelhantes.

Como exemplo e, usando as transformacgfes isométricas estudadas, vamos construir o gréafico
da funcéio f(x) = (x — 1)% + 2.

Observe que nosso grafico serd semelhante ao primeiro tipo do caso 3.3, sendo que sofrera
translacéo horizontal de “uma unidade” para a direita e translacéo vertical de “duas unidades”
para cima. Nosso gréfico assumira o seguinte aspecto.
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Deixamos e linha tracejada o grafico notavel que serve de base para esse exercicio. A funcdo em
azul, que foi a funcdo pedida, representa as duas translacfes que comentamos anteriormente. Em
destaque, marcamos em vermelho o ponto de inflexdo da curva. Na funcéo basica (f(x) = x°), tinha
coordenadas (0,0) e na funcéo transformada (f(x) = (x — 1)* + 2), passou a ter coordenadas (1,2).

3.4 Funcéo Raiz: "~ (n é natural, maior ou igual a 2)
1° caso — n impar 2° caso — n par (nesse caso, temos que restringir
o0 dominio parax 0)
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Importante: Uma propriedade fundamental sobre as fungdes é que, quando uma funcdo tem

inversa (ou seja, é bijetora) seu grafico e o gréfico de sua inversa sdo simétricos em relagdo a reta

bissetriz dos quadrantes impares, ou seja, a reta de equacao y = x. Vamos relembrar agora essa
propriedade construindo num mesmo sistema de eixos cartesianos as funcbes f(x) = x° e

"~ . Essas fungées, como todos devem saber, sdo funcées inversas.

|
f fx) = x°

3.5 Funcédo Modular

Afungdo f(x) = x € definida por: f(x) = x| ={
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OBS: Se conhecemos o gréafico de uma fung¢édo qualquer f(x) e desejamos construir o grafico de
f(x) basta procedermos da seguinte maneira:

a) A parte do grafico de f(x) que esta sobre o eixo horizontal ou “acima” do eixo horizontal
(semi-eixo ndo negativo das ordenadas) deve ser mantida.

b) A parte do gréfico de f(x) que esta “abaixo” do eixo horizontal deve ser refletida sobre esse
eixo.

Vejamos um exemplo. Grafico da fungdo f(x) = x3-2 x2

|

If(x) = x8-2x?

iy =25

Deixamos em linha pontilhada (vermelha) a parte do grafico original (f(x) = x3 - 2 x?) que foi
“rebatida” em relacdo ao eixo horizontal. O gréafico pedido é o que esta em azul.

3.6 Funcgédo Exponencial: f(x) =A *(A>0e A 1)
1°caso: A>1 2°caso:0<A<1
Curva crescente Curva decrescente




3.7 Funcéo Logaritmica: f(x) =log ax(A>0eA 1)

1° caso (A >1) — Funcao crescente 2° caso (0 < A < 1) — Funcéao decrescente
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3.8 Funcédo Quociente: - (x 0

1°caso: k>0




2°caso: k<0

Os dois casos anteriores podem recair em variagfes interessantes, caso a variavel do denominador
esteja elevada ao quadrado.

—,comk>0ex O




—,comk<0ex O

3.9 Fungéo Seno: f(x) = sen x



3.10 Funcéao Cosseno: f(x) = cos x

3.11 Funcéo Tangente: f(x) = tg x



Exercicios: A partir dos gréaficos béasicos apresentados e das transformacdes geométricas
isométricas, construir os graficos das fungdes.

1. —_— x 1)

Solucéo:

a) Tentar identificar um grafico basico, analogo ao grafico pedido. Nesse caso, trata-se de uma
funcdo quociente com numerador positivo.

b) Identificar as transformac¢Bes ocorridas na funcdo padrdo. Nesse caso ocorreram duas
translacbes. Uma horizontal, de uma unidade para a direita (por conta do x — 1) e outra
vertical, de trés unidades para cima, por conta do + 3.

c. Construcdo do grafico. (vamos deixar pontilhado o gréfico que serviu de modelo para esse

caso, que € o grafico de -

d. Convém ressaltar que esta funcdo apresenta descontinuidade para x = 1, que define uma
de suas assintotas, assim como ndo assumira o valor f(x) = 3, que define a outra assintota.

Devemos observar que toda a curva primitiva foi transladada trés unidades “para cima”’ e
uma unidade “para a direita”.

Facilmente podemos observar isso através das novas assintotas da funcdo, em relacéo a
fungcdo padrdo. As assintotas primitivas tinham equacgdes: x = 0 e y = 0 e passaram a ter
equacdes: x = 1 e y = 3, 0 que confirma as transla¢des ocorridas.



2. f{(X)==log (x+2);(x>-2)

a) O grafico basico associado a esse exercicio é o gréfico da funcéo f(x) = log, x.

b) Temos agora a ocorréncia de apenas uma translacao horizontal, de duas unidades “para a
esquerda”. S6 que temos também uma reflexdo horizontal por conta da funcéo ter sido
multiplicada por -1.

¢) Construcdo do grafico. Vamos deixar pontilhados o gréfico basico (f(x) = log, x) e o grafico
obtido apds a translacdo horizontal (f(x) = log, (X + 2)). A resposta final, que estd em
vermelho representa a funcgéo f(x) = - log, (x + 2).

f(x) = log, x
f(x) = log, (x+2)

f(x) = — log, (x+ 2)

Num proximo estudo enfocaremos outros tipos de transformacgdes (ndo isométricas) que podem
ocorrer nos graficos das fungdes reais, de variaveis reais.

Todos os graficos desse estudo foram feitos com o a uxilio do software livre GeoGebra.
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